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1 Einfiihrung

Wie geht’s weiter?

e 1...1...2...3...5...7 (Fibonacci-Folge)

Definition: Eine (endliche/unendliche) Folge ist darstellbar durch eine Funk-
tion, deren Definitionsmenge die Menge N* = {1,2,3,4, ..., k} ist.

Schreibweise: (aq, as, as, ay, ...a,) oder (2,4,6,...,10)

1.1 Arten der Darstellung von Folgen

Es gibt zwei Arten der Darstellung von Folgen.
Betrachten wir die Folge (2,4,6,...):

1. rekursive Darstellung
Bei der rekursiven Darstellung wird angegeben, wie aus dem vorherge-
henden das folgende Folgenglied gebildet wird:

a; =2 Ap = Qp_1 + 2

Der Nachteil dieser Darstellung ist, dass nicht jedes beliebige Folgen-
glied direkt berechnet werden kann.



2. explizite Darstellung
Bei der expliziten Darstellung wird angegeben, wie aus dem ersten jedes
beliebige Folgenglied berechnet werden kann. (Es muss nicht zwingend
genau das erste Folgenglied sein.)

a; =2 ap=a,+(n—1)-2

Die explizite Darstellung ist meist praktikabler, es gibt jedoch Folgen,
die man nicht explizit darstellen kann.

Wie kann man unsere Eingangsbeispiele sowohl rekursiv als auch
explizit darstellen?

o (1,2,3,..):
rekursiv: a; = 1 Ay = Ap—1 + 1
explizit: a, =1+ (n—1)-1

e (0,5,10,...):
rekursiv: a; =0 Ap = Qp—1 + 5
explizit: a, =(n—1)-5

o (24,8 ..):

rekursiv: a; = 2 Ap = Qp—_1 * 2
explizit: a, = 2"

e (1,3,6,10,...):
rekursiv: a; =1 Uy =y 1 +1n
explizit: a, = ")

e (32,16,8,...):
rekursiv: a; = 32 a, = =1

explizit: a, = 2331

e (1,1,2,3,5,...) (Fibonacci-Folge):

rekursiv: a1 = 1 a5 = 1 Ap = Qp—2 + Qp_1
14+vE"_1-vE"
explizit: a, = A
Anmerkung: Die Zahl 1+2‘/5 = 1,618033 ist die Zahl des ,Goldenen
Schnitts®.

1.2 Spezielle Folgen

Definition: Eine arithmetische Folge ist eine Folge, bei der die Differenz d
zweier Nachbarglieder konstant ist.

Qp = Qp_1 +d apb=a;1+(n—1)-d



z.B. (3,6,9,..):a,=3+(n—1)-3

Definition: Eine geometrische Folge ist eine Folge, bei der der Quotient ¢
zweier Nachbarglieder konstant ist.

n—1

bn:bn—l'q bn:blq
2.B. (3,6,12,..): by = 3 271

1.3 Summen von endlichen Folgen

Der Mathematiker Carl Friedrich Gauss bekam von seiner Lehrerin in der
Schule der Legende nach eine Strafaufgabe, bei der er die Zahlen von 1 bis 100
addieren sollte. Die Lehrerin staunte damals nicht schlecht, als Carl Friedrich
innerhalb einer Minute das Ergebnis prasentierte.

Er stellte dabei folgende Uberlegung an:

1+ 100 =101 2+99 =101 3+ 98 =101 usw.

Jeweils das erste mit dem letzten Folgenglied addiert, ergeben das Gleiche,
wie das zweite mit dem vorletzten addiert usw. Er brauchte sich also nur
noch zu iiberlegen, wie viele solcher Additionen notwendig sind und das sind
offensichtlich genau die Hélfte der Anzahl der Folgenglieder, also 50. Daher
lautet das Ergebnis seiner ,Strafaufgabe:

100
1+2+3+...98+99+100:7-(14—100):50-101:5050

Daher ist auch die folgende Formel nach ihm ,(Gauss’sche Summenformel“
benannt:

Summe s,, der ersten n Folgenglieder einer endlichen arithmetischen Folge:

n
Sy = 5 (a1 + ay)

Auch fiir die geometrische Folge ikt sich (allerdings mit anderen Uberlegun-
gen) eine Summenformel angeben:
Summe s,, der ersten n Folgenglieder einer endlichen geometrischen Folge:
q" —1
q—1

Sn:bl

2 Monotonie von Folgen

Betrachten wir die Folgen (1,2,3,4,...) bzw. <1, 1—10, ﬁ, Wloo? > so sehen wir,

dass jedes Glied grofer bzw. kleiner als das unmittelbar vorgehende ist. Also:



1 1 1
1<2<3<4<-~-bZW-1>m>m>m>-~-

Definition: Eine Folge heilst monoton wachsend, wenn gilt:
(py1 = Ap

Eine Folge heiltt monoton fallend, wenn gilt:
apt1 < Gy

Folgen heiften streng monoton wachsend bzw. fallend, wenn gilt:

Api1 > Gy bzw. i1 < Gy

Uberpriifung der Monotonie

z.B. (a,) = <2 - X

n n2
Zunichst berechnet man einige Folgenglieder um eine Vermutung der Mono-

tonie aufzustellen: a3 = 1, as = %7 asz = g. Daher kann man vermuten, dass

diese Folge monoton fallend ist.
Vermutung: a,.+1 < a,

Beweis:

Upy1 < Gy
2 1 2 1
n+1_(n+1)2 ~n n2
om*(n+1)—n?><2n(n+1)°>—(n+1)>
2n3—|—2n2—n2§2n(n2—|—2n+1)—(n2+2n—|—1)
mPon?—nit<2mP+an?+2n—nt—-2n-1
0<2n?—-1
1 < 2n?

1
Z<n?

5 S
N* q.e.d.

| -0 (n+1)°

.
I

Also haben wir bewiesen, dass diese Folge monoton fallend ist. (Es gilt sogar
streng monoton fallend, weil auch % < n? die Losungsmenge N* ergibt.)

3 Schranken von Folgen

Betrachtet man folgende Folge: (a,) = <1, z, %, I >, so ist offensichtlich,

dass alle Folgenglieder im Intervall [0,1] liegen miissen.



Definition: Eine Folge (a,) heit beschrinkt, wenn es zwei reelle Zahlen X
und Y gibt, sodass fiir alle Folgenglieder gilt:

X<a, <Y

X wird als untere Schranke bezeichnet, Y als obere Schranke.
Die grofte untere Schranke heiftt Infimum und die kleinste obere Schranke
heilst Supremum.

z.B. Gegeben ist die monoton steigende Folge <3:j11>. Ist a.) 2 b.) 4 eine
obere Schranke?

Losung a.):

ap <
3n+1
n+1 =
n+2<5M+5

n<3

L=1{1,2,3} (#N")

N o | Ot

g ist keine obere Schranke.

Losung b.):
a, <47
3n+1 <

n+1 =
n+1<4n+4

0<n+3
L =N*

4

4 ist eine obere Schranke.

4 Grenzwert von Folgen

Betrachtet man die Folge <%> = <1, %, %, i, > so kann man erkennen, dass
die Folgenglieder immer kleiner werden, sich also 0 anndhern ohne jemals 0
zu erreichen. Andererseits wissen wir auch, dass 0 eine untere Schranke der
Folge <%> ist.

Man nennt 0 Grenzwert oder Limes der Folge <%> (Folgen, die 0 als Grenz-
wert haben, heifen Nullfolgen).

(Die mathematisch exakte Definition wollen wir hier vernachléssigen).



4.1 Schreibweise

Hat eine Folge (a,,) einen Grenzwert und ist dieser Grenzwert a, dann schreibt
man:

lim a, = a
n—oo

Fiir unsere Folge <%> bedeutet das z.B.:

1
Iim — =0
n—oo M,

4.2 Berechnung eines Grenzwertes

Zur Berechnung von Grenzwerten ist es vorteilhaft, die gegebene Folge in
Nullfolgen zu zerlegen. Nullfolgen sind Folgen, die den Grenzwert 0 haben.
Beispiele fiir solche Nullfolgen sind Briiche, die im Nenner schneller wachsen

als im Zahler, z.B.:
1
o= ()

Wenn wir z.B. folgenden Limes berechnen:

1
lim (3 — —)
n—oo n

Dann zerlegen wir den Ausdruck (3 — %) in Teilfolgen, deren Limes wir extra
berechnen':

lim <3—1): lim 3 — liml:3—0:3

n n—oo n—oo 1

Die Teilfolge 3 verdndert sich nicht und von der Teilfolge <%> wissen wir,
dass sie gegen 0 strebt.

Oft muss man einen kleinen Trick anwenden. Beispielsweise bei dieser Folge:

3?2 —4n+5
m ———
n—oo 2n? 4+ 6n — 1

"'Wir vernachliissigen hier die verwendeten Grenzwertsétze.



Zur Berechnung dieses Grenzwerts dividiert man jeden Summand im Zéahler
und Nenner durch die hichste Potenz von n (hier n?):

802 _dn 4 5
2

3245

: mn T
lim 5 T
n—oo 2 = — =
n n

Und nun bestimmen wir die Grenzwerte der einzelnen Teilfolgen und wir
erhalten:

3—0+0 3
24+40—-0 2
Beispiele:
| 4n® +5n dn %_1 w040
.nLIEOQnP’—i-GnQ n—oo 212 4 6n? "1_’1202+§_2+0
3 n3 n
olim2n2_1 lm%z_#—hm _"_12 2_0_2



