
Exponential- und LogarithmusfunktionMartin Bru
kbauer16. November 20041 EinführungBeispiel 1Habe 3 Kanin
hen, die si
h monatli
h verdoppeln.Fragen: Entwi
klung des Wa
hstums? Graph des Wa
hstums?
t = 0 k = 3 = 3 · 20

t = 1 k = 6 = 3 · 21

t = 2 k = 12 = 3 · 22

t = 3 k = 24 = 3 · 23

t = 4 k = 48 = 3 · 24

t = 5 k = 96 = 3 · 25Gesetz dieser Entwi
klung:
f(t) = 3 · 2t

Abbildung 1: Graph von f(t) = 3 · 2t(Tipp zum Zei
hnen: x-A
hse in 
m, y-A
hse in mm)
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Mit dieser allgemeinen Funktionsvors
hrift kann i
h nun (ohne alle Wertedavor bere
hnen zu müssen) bere
hnen, wie viele Kanin
hen es z.B. na
heinem Jahr geben wird:
f(12) = 3 · 212 = 12288De�nition: Die Funktion f(x) = ax bzw. y = ax mit a ∈ R

+ heiÿt Expo-nentialfunktion mit Basis a.Beispiel 2 - �S
ha
hanekdote�Der Er�nder des S
ha
hspiels bekam - laut Legende - vom indis
hen Herrs
hereinen Wuns
h freigestellt. Er wüns
hte si
h für das erste Feld des S
ha
h-bretts ein Weizenkorn und für jedes folgende die doppelte Anzahl des jeweilsvorhergehenden Feldes. Wie viele Weizenkörner liegen am letzten (64.) Feld?Feld 1 1 = 20Feld 2 2 = 21Feld 3 4 = 22Feld 4 8 = 23... ... ...Feld n = 2n−1Daher folgt für das 64. Feld:
f(64) = 264−1 = 263 = 9, 22 · 1018Dieser Wert entspri
ht einem Vielfa
hen der heutigen Welt-Jahresproduktionan Weizen.Beispiel 3 - �Sparbu
hanekdote�Angenommen einer Ihrer Vorfahren hätte im Jahre 1 für Sie d 0,01 auf einSparbu
h gelegt, das mit einem Jahresszinssatz von 1 % verzinst wird. Wieviel hätten Sie dann heute auf diesem Sparbu
h?Im Jahr 1 hatten wir d 0,01.Im Jahr 2 hatten wir 1 % mehr, d.h.:

0, 01 +
0, 01

100
· 1 = 0, 01 ·

(

1 +
1

100

)

= 0, 01 · 1, 01Das bedeutet, dass die Verzinsung um 1 % der Multiplikation mit 1,01 ent-spri
ht. Daher geht die Entwi
klung folgendermaÿen weiter:Daher liegt im Jahr 2004 (hypothetis
herweise) folgender Betrag am Spar-bu
h:
f(2004) = 0, 01 · 1, 012004−1 = 0, 01 · 1, 012003 = 4525970, 1632



Jahr 1 0,01 = 0, 01 · 1, 010Jahr 2 0,0101 = 0, 01 · 1, 011Jahr 3 0,010201 = 0, 01 · 1, 012Jahr 4 0,01030301 = 0, 01 · 1, 013... ... ...Jahr n = 0, 01 · 1, 01n−12 Exponentielle VorgängeEin Biologe beoba
htet, dass der Inhalt der Flä
he, die eine Zellkultur aufeiner Nährlösung einnimmt, si
h in jeder Stunde um 
a. 45% vergröÿert.Bere
hne den Inhalt dieser Flä
he na
h 1, 2, 3, 4, 5, n Stunden, wenn sie zuBeginn der Beoba
htung 1000 mm2 eingenommen hat.zu Beginn 1000na
h 1 Stunde 1000 · 1, 45 1450 = 1000 · 1, 451na
h 2 Stunden 1450 · 1, 45 2102,5 = 1000 · 1, 452na
h 3 Stunden 2102, 5 · 1, 45 3048,63 = 1000 · 1, 453na
h 4 Stunden 3048, 63 · 1, 45 4420,51 = 1000 · 1, 454na
h 5 Stunden 4420, 51 · 1, 45 6409,73 = 1000 · 1, 455na
h n Stunden ... ... = 1000 · 1, 45nWenn man nun ein Wa
hstumsgesetz angeben mö
hte, hat das immer fol-gende Form:
N(t) = N(0) · atWobei N(t) der Wert na
h der Zeit t ist, N(0) der Anfangswert (zum Zeit-punkt 0) und a der prozentuale Veränderungsfaktor.Dieser geht immer von 1 (steht für 100%) aus. Habe i
h z.B.

• 45% Zuwa
hs, dann wird 0,45 zu 1 addiert. d.h. a = 1, 45

• 45% Abnahme, dann wird 0,45 von 1 subtrahiert. d.h. a = 0, 55Bere
hne, um wel
hen Prozentsatz der Flä
heninhalt in der ersten halbenStunde zunimmt:
N(0, 5) = 1000 · 1, 450,5

N(0, 5) = 1204, 16

N(0, 5)

N(0)
=

1000 · 1, 450,5

1000

= 1, 20416D.h. der Zuwa
hs beträgt in der 1. halben Stunde 20,416%.
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Zeige, dass au
h in der 2., 3., 10. halben Stunde der Flä
heninhalt um den-selben Prozentsatz anwä
hst! Betra
hten wir also nun die 2. und 3. halbeStunde:
N(1) = 1000 · 1, 451

N(1, 5) = 1000 · 1, 451,5

N(1, 5)

N(1)
=

1000 · 1, 451, 5

1000 · 1, 45

= 1, 20416Betra
hten wir nun die 9. und 10. halbe Stunde:
N(4, 5) = 1000 · 1, 454,5

N(5) = 1000 · 1, 455

N(5)

N(4, 5)
=

1000 · 1, 455

1000 · 1, 454,5

= 1, 20416Man sieht, dass der prozentuelle Zuwa
hs für diese Werte immer glei
h groÿist.Zeige, dass der Flä
heninhalt in jeder halben Stunde um denselben Prozent-satz zunimmt!
N(t) = 1000 · 1, 45t

N(t + 0, 5) = 1000 · 1, 45t−0,5

N(t + 0, 5)

N(t)
=

1000 · 1, 45t+0,5

1000 · 1, 45t
| : 1000

=
1, 45t · 1, 450,5

1, 45t
| : 1, 45t

= 1, 450,5

= 1, 20416 q.e.d.[Weitere Beispiele vom Übungszettel �Exponentielle Vorgänge�℄3 Eigens
haften der ExponentialfunktionWir stellenWertetabellen vers
hiedener Exponentialfunktionen auf und zei
h-nen deren Graphen:
f1(x) = 2x f2(x) =

(
1

2

)x

f3(x) = 3x f4(x) =

(
1

3

)x
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x f1(x) f2(x) f3(x) f4(x)-2 1

4
4 1

9
9-1 1

2
2 1

3
30 1 1 1 11 2 1

2
3 1

32 4 1

4
9 1

9

Aus der Gra�k kann man die wesentli
hen Eigens
haften der Exponential-funktion erkennen:
• Die Graphen aller Exponentialfunktionen der Form f(x) = ax habenals einzigen den Punkt (0|1) gemeinsam, da a0 = 1 ∀a ∈ R

+

• Die Graphen verlaufen oberhalb der x-A
hse.
• Die y-Werte nähern si
h der x-A
hse an, errei
hen sie aber ni
ht: Diex-A
hse ist Asymptote.
• Sie ist monoton { steigend für a > 1fallend für 0 < a < 1

• Die Graphen der Exponentialfunktionen f(x) = ax und f(x) =
(

1

a

)xsind für a 6= 1 symmetris
h bezügli
h der y-A
hse.Denn �Spiegeln� an der y-A
hse bedeutet, x dur
h −x zu ersetzen.Ersetzt man in f(x) = ax x dur
h −x, so erhält man f(x) = a−x =
(

1

a

)x.
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4 Die Logarithmusfunktion4.1 De�nitionBetra
hten wir folgende einfa
he Glei
hung:
3x = 9Hier ist klar, dass x = 2 sein muss. Also besitzt diese Glei
hung eine Lösung.Diese kann mit dem Logarithmus ausgedrü
kt werden:

x = log3 9 = 2De�nition: Wenn gilt: ax = b ⇔ x = loga b für a ∈ R
+\ {1} und b ∈ R

+,dann nennt man x den Logarithmus von b zur Basis aBeispiele
log2 64 = log3

1

243
= log4 8 =

log 1

3

27 = log 4

5

1 = log 1

5

3
√

25 =4.2 Re
henregeln für LogarithmenFür das Re
hnen mit Logarithmen gelten folgende Gesetze:
loga (x · y) = loga x + loga y (1)

loga

x

y
= loga x − loga y (2)

loga xy = y · loga x (3)Bemerkung:Es gilt:
• loga a = 1 weil a1 = a

• loga 1 = 0 weil a0 = 1

• loga
n

√
x = 1

n
loga x (siehe Re
hengesetz (3) für y = 1

n
)BeispieleZerlege folgende Terme additiv:

log a2b4√
c

= log a2−b2

10x
= log 3

√
6x3

√
x−2

x2−9
=
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Fasse folgende Logarithmen zu einem zusammen:
log a − log b + log c = log a + log b − (log c + log d) =
3 log a − 1

3
log (a − b) = 4 log x − 1

5

[
3 log (x − y) + 1

4
log (x + y)

]
=4.3 Logarithmen am Tas
henre
hnerIn der Praxis ist es sinnvoll mit wenigen ��xen� Basen zu re
hnen. Daher�nden si
h am Tas
henre
hner folgende Logarithmen:

• lg: Basis 10 (�Zehnerlogarithmus�): Taste LOG am Tas
henre
hner
• ln: Basis e (�natürli
her Logarithmus�): Taste LN am Tas
henre
hner1Mit folgender �Formel� kann man den Logarithmus zu jeder beliebigen Basis

a mit dem Tas
henre
hner bere
hnen:
loga x =

lg x

lg a
=

ln x

ln a

5 Exponential- und Logarithmenglei
hungen5.1 Wa
hstum und die Euler's
he ZahlBisher haben wir die Wa
hstumsglei
hung der Form
N(t) = N(0) · atkennengelernt. In der Naturwissens
haft hat si
h aber au
h eine andere Formverbreitet. In dieser Variante wird statt a der Ausdru
k eλ gesetzt:

N(t) = N(0) · eλ·t λ ∈ RDie hier verwendete Zahl e nennt man Euler's
he Zahl. e ist eine Naturkon-stante (verglei
hbar mit π) und wird folgendermaÿen de�niert:
e = lim

n→∞

(

1 +
1

n

)n

= 2, 71828205...1siehe Kap. 5.1 auf Seite 7
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BeispielEine Bakterienkultur besteht zu Beginn aus 1000 Bakterien und wä
hst 2,5%pro Stunde. Stelle ein Wa
hstumsgesetz auf der Form
• N(t) = N(0) · at

• N(t) = N(0) · eλ·tDie erste Form kennen wir bereits:
N(t) = 1000 · 1, 025tFür die zweite Form müssen wir λ bere
hnen:

a = eλ

1, 025 = eλMan kann sol
he Glei
hungen mit Hilfe des Logarithmus lösen. Man �lo-garithmiert� die Glei
hung (hier mit dem �natürli
hen Logarithmus� ) undwendet ans
hlieÿend die dritte Re
henregel für Logarithmen2 an und kannso die Unbekannte λ bere
hnen:
1, 025 = eλ

ln 1, 025 = ln eλ

ln 1, 025 = λ · ln e
︸︷︷︸

=1

ln 1, 025 = λ

0, 0246926 = λWir haben hier deswegen den natürli
hen Logarithmus verwendet, weil dieser
e als Basis hat und daher gilt:

loge e = 1 denn: e1 = eDie gesu
hte Wa
hstumsfunktion lautet daher:
N(t) = 1000 · e0,0246926·t5.2 Lösung von Exponentialglei
hungenMit diesem Verfahren des Logarithmierens kann (nahezu) jede Exponential-glei
hung gelöst werden. Logarithmieren bedeutet, den Logarithmus auf diegesamte linke und die gesamte re
hte Seite einer Glei
hung anzuwenden:2siehe Kap. 4.2 auf Seite 5 8



Beispiel
8 = 2x

log 8 = log 2x

log 8 = x · log 2

log 8

log 2
= x

3 = x5.3 Der Logarithmus und die Frage �Wann?�Wenn wir zu unserem �klassis
hen� Bakterienbeispiel zurü
kkehren, ist esau
h interessant zu fragen, wann (bei wel
hem t) ein gewisser Wert über-oder unters
hritten wird. Das Wa
hstumsgesetz lautete:
N(t) = 1000 · 1, 025tFrage: Wann errei
ht die Bakterienkultur eine Gröÿe von 2000 Bakterien?Die Frage stellt also die Frage na
h dem t, bei dem der Wert von 2000 über-s
hritten wird:

2000 ≤ 1000 · 1, 025t

1000 ≤ 1, 025t

log 1000 ≤ log 1, 025t

log 1000 ≤ t · log 1, 025

log 1000

log 1, 025
≤ t

279, 75 ≤ tDie Antwort lautet also 279,75 bzw. 280 Stunden (wenn in ganzen Stundengere
hnet wird).6 Eigens
haften der LogarithmusfunktionWir betra
hten (und zei
hnen) folgende Funktionen:
f1(x) = 2x f2(x) = 3x f3(x) = log2 x f4(x) = log3 xAnmerkung:Die Bere
hnung jedes beliebigen Logarithmus erfolgt mit der Formel aus 4.3auf Seite 7.
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Wie man aus der Gra�k gut erkennen kann, hat die Logarithmusfunktion
f(x) = loga x folgende Eigens
haften (a ∈ R

+\{1}, x ∈ R
+):

• Die Logarithmusfunktion loga x ist die Umkehrung der Exponential-funktion ax. (Spiegelung an der 1. Mediane)Denn: Die Umkehrung von y = ax lautet: x = ay. Um wieder auf eineForm y = ... zu kommen, muss man den Logarithmus anwenden:
x = ay

loga x = loga ay

loga x = y · loga a
︸ ︷︷ ︸

=1

loga x = y

• De�nitionsmenge D = R
+

• Wertemenge W = R

• Die y-A
hse ist Asymptote.
• f(x) = loga x geht immer dur
h den Punkt P(1|0).
• f(x) = loga x ist für a > 1 streng monoton wa
hsend, für 0 < a < 1streng monoton fallend.33Ni
ht aus der Gra�k erkennbar. 10


